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INTRODUCTION 
Ees recurrences d’ordre superieur a deux, interviennent dans la d~~nitio~ 
des fonctions continues genhalistes [I ]. En particulier, les recurrences 
d’ordre suptrieur a deux verifiees par des suites de polynbmes reprtsentent 
les meilleurs approximants de Pad& vectoriels [2] ou simultanb [3]. 
I1 est done inttressant d’btudier dans quelles conditions une suite de 
polyn8mes dtfinie par une fonction gtneratrice de type a zero, strictement 
l/p (p b 2) orthogonale veritie une recurrence dordre (p + 1) 
avec les conditions initiales 
PO(n) = 1, PI(X) =x - PO 
q-2 
p,(x)=(x-B,-l)pq~l(x)- 1 y~I:Z~P,-,-,(xt, 2dqGp. 
p=O 
Si 9 est la forme lintaire canonique associee a la suite (PJx) In 80, 
c’est-a-dire telle que: 
Y(l)= 1, TyP,) = 0 n>l 
on a la propriete suivante [6]: 
=!aP,P,) = 0, nBmp+l,m>O. 
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On dit qu’une suite {P,(x)},~~, veriliant (R4) est l/p orthogonale; si de 
plus elle v&he: 
=wJpn) f 0 n>O (R5) 
on dit qu’elle est strictement l/p orthogonale. 
Une suite veriliant (Rl), (R2) et telle que yz # 0 pour tout n = 1 [p], est 
strictement l/p orthogonale [6]. 
Rtciproquement, une suite de polynbmes strictement l/p orthogonale 
ttant donnee, par exemple a l’aide dune fonction generatrice, v&lie-t-elle 
necessairement une recurrence d’ordre (p + 1 )? 
On demontre dans le paragraphe 3 de la premiere partie que la rtponse 
est negative. Pour cela, on considere des suites de polynomes strictement 
l/p orthogonales de type A zero [7]. C’est-a-dire delinies a l’aide dune 
fonction gtneratrice de la forme: 
G(x, t)=A(t)eXH(‘)= nyw ;. 036) 
Pour demontrer ce resultat, on se base sur une caracttrisation des suites 
de polynbmes strictement l/p orthogonales en general, puis sur une carac- 
ttrisation de ces suites qui sont en plus de type A zero. 
Par contre, la seconde partie sera consacree a l’etude des suites 
strictement demi-orthogonales de type A zero verifiant soit une recurrence 
d’ordre trois ou une recurrence d’ordre quatre, en mettant en evidence 
toutes les suites demi-orthogonales de type A zero et en citant d’autres 
- resultats extraits de [S]. 
I. UNE CARACT~RISATION DES POLYN~MES STRICTEMENT 
l/p (~72 2) ORTHOGONAUX DE TYPE A ZbRO 
0. Soit {P,(x)},,, une suite de polynBmes normalist% 
n-l 
P,(x)=x”+ 1 P,,,x” 
V=O 
(1.0. 1) 
dtlinis par la fonction gtneratrice 
2) G(x, t) = c c,P,(x) 1”; c, # 0, n B 0 (1.0. 
ll>O 
et soit 9 la forme lineaire associee a la suite { P,(x)},~~ et delinie par: 
=ql)=ao, -eP,) = 0, n>l (1.0.3) 
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et considkrons la fonction: 
LEMME 1.0.1. si h suite (Pn(x)},20 est dkfinie par (I.O.2), alors on a la 
relation: 
r m,n = C,=%Xrn P,(x)), m>,Q, n>O (1.0.6) 
a, = 9(x”), n>O (1.0.7) 
et 
Kl(t)= 1 CkPk,?Jk. 
kan 
DBMoNSTRATION . D’aprb (1.0.2) et (1.0.4), on a: 
R(s, t)= 2 1 (sx)” G(x, t) = 1 ~“9 x 
> 
( m 
WI>0 ??I>0 
= m;o Srn Jo c, ax”p,(x)) t” 
c’est-&-dire 
R(s, t) = c r,,,f’P. 
m,fZ20 
(1.0.9) 
De m$me d’aprks (1.0.1) et (1.0.2) on peut toujours Ccrire: 
G(x, t)= c ‘%,,(t)x” 
IZPO 
soit: 
R(s, 1) = 2 
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c’est-a-dire 
m t) = 1 d,(t) Srn (1.0.10) 
??I>0 
soit en comparant (1.0.9) et (1.0.10) on obtient la relation recherchte. (*) 
LEMME 1.0.2. &,(t) vPrfie les propriMs suivantes: 
90(t) = coao, (X0.11) 
et la suite des moments {an}n3O de la forme 3 est dkterminte h partir de a, 
par I’&quation 
fjo( t j = constante. 
DEMONSTRATION. Les conditions (1.0.3) impliquent que: 
r o,n- P -0 n>l 
soit 
do(t) = r 0,o = coao 
d’oii (1.0.11). 
Si bo( t) = constante c’est-a-dire 
C a,+&(t) = constante, 
fl>O 
ce qui determine parfaitement les moments a, de la forme 2 a partir 
de a,. (*) 
1. Caracttrisation des polynBmes strictement l/p (p > 2) orthogonaux 
D~~FINITION 1.1.1. Soit 2 une forme lineaire delinie sur l’espace vec- 
toriel des polynomes sur C et soit un entier fixe p (p Z 2). Une suite 
{f%4L,o de polynijmes est dite strictement l/p orthogonale relativement 
a 2 si elle verilie les conditions suivantes: 
~(x”P,(x)) = 0 nZmp+l,m>O 
(1.1.2) 
ax”~,(x)) + 0 n 3 0. 
On peut maintenant caracteriser les suites strictement l/p (p 2 2, p :fixe) 
orthogonales: 
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THBOR&ME I.1.3. La suite {P,(x)} don&e par (1.0.1) et (X0.2) est une 
suite strictement I/p orthogonale par rapport ci 9 dont les moments sent 
d&ermine’s par (I.O.11) si et seulement si chaque d,(t) difini par (1.05) es? 
un polyndme de degrP pm exactement. 
DPmonstration. Supposons que la suite (P,(x) j definie par (1.0.2) es9 
une suite strictement l/p orthogonale relativement a 9’“. Alors d’apres 
(1.1.3) on a: 
r , =o n>mp+1,m>O 
r ,,,fO ma0 
et ainsi ‘apt-es (I.0.12): 
(I.1.4) 
Reciproquement, soit (PII( une suite de polynbmes don&e par (I.O.2) 
et telle que chaque 4,(t) don&e par (1.0.5) soit un ~oly~~rne de degre wrp 
exactement pour tout m > 0. 
En particulier, la condition d,,(t) = const # 0, determine parfaiteme~t la 
suite {ccn) et par consequent une forme lintaire 9 
L’hypothese implique (I.1.4), c’est-a-dire (1.1.2) d’apres (I.0.4). (*) 
Remarque 1.1.4. La demonstration preddente est purement formelle; il 
est facile de la justifier, en introduisant les sommes partielles suivantes: 
k 
G,(x, t) = c c,P,(x) tn 
9l=O 
G,(X, t) -f (XS)m 
n=O 
Ainsi : 
G,(X, t) = -$ g,&(t) Xn. 
?t=O 
Si on pose: 
alors les conditions (1.1.2) impliquent que d,&(l) est un polyname de degre 
mp exactement pour m = 0, 1, ..I, q. Reciproquement, on remarque que la 
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condition d&t) = const, fournit les m&mes relations de recurrence pour 
CI~, CI i, . . . . clq que la condition (1.0.11). Puisque k est quelconque, la suite 
(cln} est alors parfaitement dtterminte a partir de c(~. 
Appliquons maintenant ce rtsultat general, pour Ctudier les suites de 
polyn8mes strictement l/p (p Z 2) orthogonales definies a l’aide dune 
fonction generatrice de A type zero. 
2. Caractbisation des suites de polynBmes strictement l/p (p 3 2, p : fixe) 
orthogonales d$iinies par une fonction g&tratrice de A type z&o 
DEFINITION 1.2.1. Une suite {P,(X)},,, de polynames est dite de type 
A zero, si elle est definie a l’aide d’une fonction generatrice de la forme: 
G(x, t) = A(t) exH(‘) = Jo Pm(x) f (1.2.1) 
A(t)= 1 a,t”; H(t)= c h,t” (aoh1 Z 0). (1.2.2) 
il>O n21 
Dans ce paragraphe, on donne une caracterisation des suites de 
polyn6mes {P,(x)),~~, strictement l/p orthogonales a l’aide de deux 
equations differentielles, verifiees respectivement par les fonctions A et H. 
Notons par J la fonction reciproque de H, soit 
J(H(t)) = t. 
Ici, avec les notations du paragraphe 0, on a: 
H”(t) @z(t) = A(t) 7 n>O (1.2.3) 
(1.2.4) 
et, d’aprbs le thtoreme (1.1.3), on a aussi: 
(1.2.5) 
Soit, en identifiant, on aura: 
Pm 
c rm,,,J’YU)=4J(u)) c CL+~$ m > 0. (1.2.6) 
n=O fl>O 
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En posant 
B(u)= c c&; (6.27) 
n20 . 
alors de (I.2.61, on a: 
B(u) zzyo,o. 
&J(u)) 
(1.28) 
On peut toujours supposer ro,o = 1, cela revient A considbrer une forme 
lintaire 3 normaliske (A?( 1) = 1). 
LEMME I.22 Si la suite {P,(x)} d on&e par (1.21) est strictement I/p 
orthogonale, alors les fonctions B et J vt?rij?ent ndcessairement: 
z= S,(J(u)) 
Od 
S,(t) = 2 rl,ntn, rl,p fQ 
PI=0 
et 
p--l 
c (n+ l)rl,n+ltn 
PZ=O 
(1.29 p 
(12.10) 
(12.1%) 
&At) = f r2,n t” - S;(t), “2,2p f Q. (1.212) 
n=O 
Dt?monstration. D’aprb la dhinition de B et la relation (X2.6) on a 
pour m=l 
i rl,n J”(u) = 
n=O 
et d’aprls (1.2.7), on a: 
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d’0L-i 
B’(u) -= f rl,nJ”(u) = S,(J(u)) 
B(u) n=O 
d’oti (1.2.9) et (I-2.10). 
Pour m = 2, on a d’aprks (1.2.6) 
comme CnrO LX,+>(U~/FZ!) = B”(u), alors 
z= F r2,nJ”(u) 
?l=O 
soit en dkrivant (1.2.9), et en rempla$ant B”(u)/B(u), on a: 
P--l 
J’(u) C @+~)~I,~+IJYU)= f r2,nJYu) - $(JW = R2p(J(u)) 
n=O II=0 
d’od les relations (1.2.11) et (1.2.12). (*) 
Rkciproquement, supposons que les fonctions J et B vkrifient respec- 
tivement les Cquations diffkrentielles suivantes: 
J’(u) &(JW = R,,(JW) (1.2.13) 
$ = S,(J(u)); B(O) = 1 (1.2.14) 
Sp(l)= f fJntn, a,#0 (1.2.15) 
II=0 
&p(t) = f Pnf’ (1.2.16) 
n=O 
on suppose de plus que: 
p,+o;#o. (1.2.17) 
Ces conditions sont-elles suffisantes pour assurer que h,(t), don&e par 
(1.2.4) soit un polynbme de degrC mp exactement? 
On a: 
#o(t)=A(t) c or,~=A(t) B(H(t))=l. 
X20 
LES POLYNdMES l/p DE TYPE SCEiEFlFER 
Ainsi, 6,,(t) est un polyname de degrt 0, d’aprks la relation (I.2.8), la 
suite (cI,),~~, Ctant dkterminke par (1.2.7). 
D’autre part de la relation (1.2.4) on a: 
~galeme~t 
f#m(J(u)) =$y> m 3 0. 
Ainsi pour m= 1, on a de (1.2.18): 
dl(J(U)) = Sp(J(u)), 
c’est-$-dire 41(t) = S,(t). La fonction cbl(r) est don.c bien un ~oly~~rne de 
degri p. 
korsque m = 2, on a toujours de (1.2.18): 
mais, dJ& I$~ (J(u)) = djdu S, (J(u)) =J’(u) Sb(J(zc)) = 
G’est bien un polyrhme de degrb 2p exactement, en vertu 
(1.2.17). 
Lorsque m = 3, on a: 
or 
f dz(J(u)) = f (%,(JW) + S;(JW)? 
= R2,(J(u)) ‘R6(J(u)) + 2s 
sb(J(u)) P 
(J(u)) R  
2P 
(Jtu)) 
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Ainsi, pour que $3 soit un polynome, il faut et il sufftt que la fraction 
rationelle, qui intervient au second membre le soit. 
Deux cas sont possiblks: 
Premier cas.. 
l&(t) = s;(t) 1 0, tY. 
V=O 
Dans ce cas, on a pour q&(t) 
(1.2.21) 
P+l 43(t) =(R;,(t) +q(t) S,(t)) c Q,t” + s;(t). (1.2.22) 
V=O 
Le polynome tj3(t) est effectivement de degre 3p exactement lorsque: 
(1.2.23) 
Dans ce cas l’tquation differentielle (1.2.13) devient: 
Pfl 
J’(u)= c Q,J”(u). 
V=O 
(1.2.24) 
Ou on est amene a prendre 0, = 1. 
On montrera plus loin que les suites mises en evidence dans ce cas, 
verifient une recurrence d’ordre (p + l), et on ttudiera dans quelles 
conditions ces suites sont strictement l/p orthogonales. 
Second cas. 
R&(t) = $0) q?(t) (I.2.25) 
On obtient alors le systeme suivant: 
O<n<p-1 
p<n<2p-1. \ \ 
(1.2.26) 
Dans ce cas: 
43(t) = &Jt) $M + 3Sp(t) &p(t) + s;(t). 
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Le polynome 43 est effectivement de degre 3p exactement, lorsque: 
Traitons d’abord le second cas. 
De (I.2.18), on a: 
Dans l’hypothese (1.2.25), pour que 4 ,+i(t) soit un polynbme, il faut et 
il suffit que $k(t) soit divisible par ,$(t). C’est-a-dire: 
&n(t) = S;(t) d,,l(f)> ma1 (1.228) 
alors 
LEMME 1.2.3. Lorsque (1.2.25) est v&iJiPe, pour que d,(t) soit un 
polyn8me pour chaque m > 1, il faut et il suffit que: 
S;(t) = cq t). (1.230) 
Dkmonstration. On a 
soit d;(t) = S;(t) &(t) avec &(t) = 9Jt) + 2S,(t), il en resulte que: 
c&(t) = &pw 421(t) + S,(f) d*(t) 
est un polynbme et 
done, d;(t) est divisible par ,$(t) si et seulement si d;,(t) l’est, et cela est 
possible si et seulement si (1.2.30) est rtalisee. 
Dans ces conditions &(t) = (c + 2) S;(t) et done &(t) = c + 2. 
Pro&dons par recurrence, et supposons que: 
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avec b,,o(t) = d,(t) et c$~,,J I) = con&ante, $,,, + 1(t) = 0, m > 0. Alors de 
(1.2.29), on a: 
d m+ 1,1(f) = dm,o(f) + ($4) + qm cL,1(t) + R&) hn,2(~) 
supposons qu’on ait trouvk: 
4 m+ 1,At) = &tSm,r- l(l) + b$(~) + Sp(t) An,,(~) + &p(t) 4m,r+ 1(t) 
(1.2.31) 
alors: 
11 en rtsulte que: 
a,+, =a,+&,+1 ;a,=1 
b r+l=br+l ;b,=l 
soit 
b,=r 
Dans ces conditions, oti m = r la relation (1.2.31) now donne: 
4 m+l,m(t) = am4m,m- l(f) + (msp,(t) + s,(f)) d,,,(f), (1.2.32) 
LES POLYNhES l/p DE TYPE SCHEFFER 79 
-cm + 1) 4,,,(t) = a,, l#,,,(t). Ainsi, ehaque 
m + 1,,(t), 0 Q Y 6 m est divisible par q(t) et 4, + l,m.t 1(t) = constante. 
La propriktk est done dtmontrCe. (*) 
&a condition (1.2.30), s’exprime alors par: 
XY = C(T”, l<v<p (1.233) 
et le systkme (1.2.26) devient: 
(n+l)pn+‘= c=f$J;‘“+“(n+k+l) i 
cC”,=:,(k+l)ri,+,o,-k+(n+l)~,+lXo, ldn<p-1 
on+k+l-pgp- k, pdn62p-1 
(1.234) 
et p1 = won 
PROPOSITION 1.2.4. Lorsque R&(t) = Sb( t) sP( t), chaque polynBme d,(t) 
est de degrP pm exactement si et seulement si 
cp( cm + 2) # 0, ma 1. (1.235) 
Dtmonstration. Notons par d,(t) = K, tPM + . . . et $L,1(t) = 
&-,,p(m--l)+ . . . d’od aprh la relation (1.2.28) 
mK 
pm& = ~0, K,,I soit m,l E--.-E 
OP 
l’tgaliti: (1.2.29) fournit alors: 
K mKm m+l’P2p--- 
gP 
soit aussi: 
K VI+1 = $o,(cm + 2) K,, m>l.(*) 
Revenons au premier cas: 
PROPOSITION 1.25. Lorsque RZp(t) = S;(t) CftJ 0, t’, chaque ~o~yn~rne 
4,(t) est de degre mp exactement si et seulement si 
(X.2.36) 
640/54/l-6 
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Dhnonstration. On a de (1.2.18) 
P+l 
4,+1(t) = 4L(t) 1 @,t” + qt) cut) 
v=o 
d’oti avec les notations prbckdentes: 
K,,l=o,(y+J-), ma1.t”) 
3. Determination des rhrrences vdrij2es par les suites (P,(x)}, r o 
Revenons A la fonction gtntratrice (1.2.1) 
G(x, t) = A(t) exn(‘) = c P,(x) f 
iI30 
(1.3.1) 
soit, en dtrivant, cette dernikre par rapport A t on a: 
dG A’(t) %= Ao+xH’(t) 1 G(x, t). (1.3.2) 
LEMME 1.3.1. Les fonctions A et H, vtrl~ient respectivement les dquations 
d$fkrentielles suivantes: 
(1.3.3) 
(1.3.4) 
Dhnonstration. D’aprks (1.2.8) et (1.2.14), on a: 
A’(J(u)) --. J’(u) = S,(J(u)) 
A(J(u)) 
comme J’(u) SL(J(u)) = R,,(J(u)), alors: 
c’est-d-dire: 
d’od (1.3.3). 
A’(J(u)) VJ(4) ~bCJb)> --= 
A(J(u)) &,(JW ’ 
A’(t) s,(t) s;(t) --= 
At) &p(t) ’ 
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e mbne on a de (1.2.13): 
J’(H) . qJm = &pMw): 
soit 
c’est-A-dire: 
d’oii (X.3.4). (*) 
dH S&W)) 
-ii?= R&(H)) 
rr.(+~ 
2P 
TH~ORI~ME 1.3.2. Les suites de polynBmes {P,(x)},~~, mises en evidence 
dans le primier cas, c’est-h-dire’lorsque R2p(t) = ,5$(t) Cfz,” 0, t’, v&ifient la 
rhurrence d’ordre (p + 1) suivante: 
Pn+l(x)= {(x-~O)-n@lJ P,(x)- 2 IInL (~s+tn-sI@s+I) Pn-AxI, 
s=l 
n>O (1.35) 
oti [n],=n(n-l)...(n+ l-s), s3 1 et la convention [nlS=O si n<s. 
Dihonstration. Lorsque RZp(t) = S;(t) Cgz!,’ O,t”, Ies relations (I.3.3) 
et (I.3.4) deviennent respectivement: 
A’(t) S,(t) 1 -A(t)=C;f,‘O,t” et H’(t)=- c,p_*,’ O,t” (1.3.6) 
et d’aprks (I.3.2) on a 
~.p~‘e,tv=(X-sp(t))qx,t) 
VEO 
soit: 
c (P”,, p+l (xl+ C Cnls@sPn+l-s 
?l>O s=l 
(4); 
= “TO (b-uo) P,(x) - f Cnl,~s~n-s~x) 
s=l 
soit en identifiant, on obtient la relation (I.3.5). (*) 
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TH~ORBME 1.3.3. Les suites (P,(x)},,~ de polynBmes, mises en Cvidence 
dans le second cas, c’est-&dire lorsque 
R&(t) = S;(t) SJt) et S;(t) = c&s;(t) 
vkrifient une rkcurrence d’ordre 2p, dont les p premiers sont ci coefficients 
polynomiaux de premier degrt. Cette rkurrence est de la forme 
x i (k+ l)ok+l~“-k CnlvPn-v(x) 
k=O 
- z~l[n],(~+l) 
v=p 
2pp(v+l) 
x c (k+v+ 1 -P)ak.v+,Lpap-k 
k=O 
x Pn-v(x), nZ0 (1.3.7) 
avec [n]“=n(n- l)...(n+ 1 -v), v>O et Zes conventions [nlo= 1, 
[nls=O, n<s. 
Dkmonstration. D’aprb les relations (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3) et (1.3.4), 
on a: 
et d’aprh le systkme (1.2.26), R2Jt) s’tcrit: 
p-l Y 
R2p(t)=01+C c c (k+l)ak+la,-k 2 
v=o i k=O 1 
2p- 1 2p-(v+l) v+l 
+c c 
v=p i 
1 
k=O 
(k+v+l-ddk+v+l-pup-k v+l’ 
> 
t 
En remarquant que po=al, en vertu de la relation (1.2.13) et J’(0) = 1, et 
d’aprb (1.2.30), Sk(t) s,(r) s’krit: 
2p - 1 2p-(vtl) 
+c k;. (k+v+l-p)ak+“+l-pap-k 
“=p 
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&Ok 
i fJ1p,+1 (x)+$’ [ i (k+l)o,+,o,-, V=O k=O 
+c2fy Cn],+ 1 %-Cv+l) 
v+l 
1 (k+l+v-pj 
v=p k=O 
soit par identification, on obtient (1.3.7). (*) 
Remarque 1.3.4. Ces formes de recurrences sont nouvelles, et 
n’apparaissent pas par exemple dans le cas de ~orthogo~alit~, c’est-a-dire 
lorsque p = 1. 
4. Conclusion 
D’apres le theoreme (1.3.3), on peut enoncer maintenant le resultat 
suivant: IJne suite (P,(X)},,,, de polynbmes strictement l/p (p > 2) 
orthogonale relativement a une forme lintaire 9, ne vtrilie pas 
necessairement une recurrence d’ordre p + 1. 
I. ETUDE DES POLYN~MES STRICTEMENT ~E~I-~RT~~N~UX 
DE TYPE A ZERO 
On va utiliser maintenant les rtsultats de la caracterisation prtce 
pour faire une etude plus approfondie des suites (P,(x) In a 0, lorsque p = 2, 
en determinant toutes les familles de polyncimes demi-orthogonales, et en 
citant quelques resultats extraits de [8]. 
1. h.~de des polynBmes strictement demi-orthogonaux v&@mt une 
rtkurrence d’ordre trois 
CQROLLAIRE DU THBORBME 1.3.2. Lorsque R4(t)= S’;(t) C:=, O,t”, lees 
suites de polynBmes {P,(x) > n a o, v&$ent la rkurrence d’ordre trois: 
Pn+.dx)= ((X--o)+(n+2)(a+BCY)~ P,+*(x) 
-(n+2)(a,+(n$l)(ap+a:!+BY)) P,,l(X) 
-(n+l)(r~+2)(0~--n&) P,(x); n>O 
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avec les conditions initiales: 
P&)=1; P1(x)=(x-0,); P2(X)=(x--#+(c1+p+y)(x-0(Tg)-0i. 
PROPOSITION 11.1.1. II existe neuf families de polynBmes strictement 
demi-orthogonales vkyiant une rdcurrence d’ordre trois. 
Dimonstration. D’apres les relations (1.3.6), on a: 
H’(t) = 
1 
1+8,t+8,t2+Q3 
A’(t) oo+a,t+o,t2 -= - 
A(t) 1+e,t+02t*+03t3’ 
(11.1.1) 
(11.1.2) 
Soit, en tcrivant: 
on distingue les cas suivants: 
(A) a=p=y=~; (e1=e2=e3=o) 
(B) a=pzo; (y=e,=o) 
(c) a~0, p=y=o; (e,$;o, e2=e3=o) 
(D) a#P#O,y=O; (&#O, e,=O) 
Dl M et /I sont deux racines rtelles 
D2 LX et B sont deux racines conjuguees 
(E) cl=B=y#O; (&#O) 
(F) @=BzY; te3zo) 
(G) aZP#Y; te3fo) 
Gl LX, /I, et y sont reelles 
G2 une racine reelle et deux racines conjuguees. 
Dtterminons maintenant les couples de forictions (ZY; A) dans chacun 
des cas enumeres ci-dessus en remarquant que H(0) = 0 et A(0) = 1. 
Pour plus de clarte et d’esprit pratique, ces couples (H; A) seront 
represent&s daus le tableau suivant (tableau I). 
Remarque 11.1.2. (1”) Les trois suites mises en evidence dans les cas 
E, F et G sont intdites, et ne se reduisent pas aux polynomes de Meixner 
lorsque o2 = 0, [4]. 
(2”) Par contre, les polynbmes mis en evidence dans les cas A, B, C 
et D generalisent respectivement les polynomes de: Hermite, Laguerre, 
Poisson-Charlier et Euler. 
LES POLYNhfES l/p DE TYPE SCHEFFW 
Tableau I 
CAS H(f) ACtI 
A t 
E 1 t(2 - t) 
Z(I 
(3”) On peut dkmontrer que les suites de polynBmes mises en 
kvidence dans les cas A, B, C, D et E vkifient soit: 
-une tquation diffkrentielle‘ d’ordre 3 oti 
--une tquation aux diffirrences finies d’ordre 3, voir [8-J, 
qu’on rtcapitulera dans le tableau suivant (tableau 
Remarque 11.1.3. L’Cquation aux diffkrences finies vkrifike par la suite 
de polyn6mes dans le cas D, gCnCralise celle obtenue par Meixner [4] dans 
le cas de l’orthogonalitk 
2. l&de des polynBmes strictement derni-ort~~~o~Q~x u6rifiiant une 
rhrrence d’ordre quatre 
COROLLAIRE DU TH~ORJ?ME 1.3.3. Lorsque R>(t) = S;(t) S,(t) et $;(I) = 
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Tableau II 
CAS Equation difftrentielle ‘$0~ aux diffkrences finies” 
A a,P~3)+~,P::-(x-cr,)P:,+nP,=0; n>O 
B {2(x- 00) -au, - 02) P’:‘(x) + {2a(x- uo)-ul + a’} P;(x) 
+ {(X-(IO)-(n-l)cc} fQX)-.p”(x)=o; n>O 
c {a’(X-u~)-au, -u2+2a3} dip,(x)+ {2a(x-0,)-u, + (4-n) a’} A,zP,(x) 
+{(x-ul))+2(1-n)a}d,P,(x)-nP,(x)=O; n>O 
{a2(x-u(ro)-aul+u*+2a2(a-/9)}Ll~,(P,(x) 
D +{2G((X-u(Tg)-u,+a[(4-n)a+(n-3)81}d,Z~P,(x) 
+{(x-~o)+(1-n)(2c(-~))d,~pP,(x)-nnP,(x)=O;n>0 
E h,(x, n) Pj,3)(x) +4&(x, n) P;(x) + 2cth,(x, n) Pb(x) - mP,(x) = 0 
Cr;(t), Zes suites de poZyn8mes {Pn(x)},rO v&r@ent la rkurrence d’ordre 
quatre 
P,+l(x)= {(x-c0)-nc> P,(x) 
+n 2:(x-0,)--o,- 
i 
~c(~~+~)]P~-l(x, 
-n(n-1)~(ol+200) l+ ( T c) Pn-2(X) 
-2n(n-l)(n-2)$(l+$c)P.-,(x), n>O 
et PO(x) = 1. 
PROPOSITION 11.2.1. II existe cinq families de polynbmes strictement 
demi-orthogonales vkrifiant une rkurrence d’ordre quatre. 
Dt!monstration. D’aprhs la relation (1.2.34), R+(t) s’tcrit de la man&e 
suivante: 
&(t) = 01 {~~~,(,+~t)2+,0t(l+~t)+1} (11.2.1) 
et les relations (1.3.3) et (1.3.4) nous donnent 
1+ 2(a,b,) t 
H’(t)= (c/2) fJ1 t2(1 + (G&1) tp4- X($(1 + (O&71) t) + 1 (11.2.2) 
A’(t) (1+2(0&T,)) t)(a,+o,t+a2t2) -= - 
A(t) (c/2) a,?(1 + (cTJC.71) t 2+Xot(l + (a&1) t)+ 1’ (11.2.3) 
LES POLYNhf!ZS l//3 DE TYPE SCMEFFER 
Soit en posant z = t( 1 + (cT~/(T~) t , on obtient: 
;a,z”+%,z+ 1 =(l-z,z)(l -z,z), 
avec 
C 
z,+z,= -xx0 et 21z2=--cT1. 
2 
De meme, on peut krire: 
(IH.2.4) 
5r+?l=z,; 52 + fI2 = 7.2 
Ainsi on a: 
Tableau III 
GAS H(t) -4(t) 
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Tableau IV 
CAS Equation diffkentielle 
~~,c~,P~‘(x)-(~u,x-~:)P~~)(x)+~ 2~~~-~7~~+(2n-3)rr, P;(x) 
1 I 
K 
+{~~-2(2n-l)~~+(nl)a,}~~(i)nji(nil)~}P.(r)-0,nZU 
L &h(x) P’?(x) + g,(x) p:3’b) + g*(x, n) C(n) + &?I(-? n) G(x) 
+ g,(x, n) P,(x) = 0, n > 0 
ce qui nous donne les cas suivants: 
(K) c=xO=O; (<r=rji=52=~/2=0) 
(L) c#O, cf -2/m, ma 1, z1=z2 et C1#ql 
(M) c=O, xofO, (t2=r2=O) et tl#vl 
(N) c#O, cf -2/m, ma1 et z,#z, 
Nl zI et z2 sont reelles 
N2 z1 et zz sont complexes. (*) 
Remarque 11.2.5. On n’a pas consider& les cas oti l1 = q1 car on se 
ram&e a l’un des cas paragraphe precedent. 
Determinons maintenant les couples de fonctions (H; A) dans les cas 
cites ci-dessus, qu’on representera dans le tableau (tableau III). 
Remarque 11.2.3. On peut demontrer [S] que les suites mises en 
evidence dans les cas K et L vtrilient respectivement une equation differen- 
tielle d’ordre 4 (tableau IV). 
3. Ddtermination des fonctions poids pour les suites (P,(x) >,, b ,, 
Notons par $(x), la fonction poids lorsqu’elle existe pour la suite des 
polynbmes (P,(x)}, alors on a: 
Tableau V 
K A(J(ff))-’ =eh/2W2+M 
L ‘qJ(ff))-’ = (1 +z,ff-“‘l’: e((~ll~l)+~oO)~ 
M A(J(H))-‘=exp f-!(z,H-l+ez~“)+cr,H 
{ 4 
N A(J(H))-’ = exp(cr,H) x 
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LEMME 11.3.1. La fonction poids II/(x), lorsqu’elle existe vtrifie la relation 
I 
+CC 
(11.3.1) 
--co exH 4%) = A(JtH)) /;a M-4. co 
Demonstration. En multipliant la relation (1.2.1) par $(x) et en 
intbgrant dans l’intervalle - 00 < x < co, on a: 
A(t) j+(a exH(‘) 
-cc 
44x)= j’” c p,d-)vW 
--m n>O 
= P,(x) d$(x) 5. 
I. 
Comme 
s +O” P,(x) d$(x) = 0, nbl --m 
car la suite {P,(x)},,~ est strictement demi-orthogonale alors, 
A(t) j+m 
-co 
eXHct)d$(x) = 1’” d$(t), 
-02 
soit 
s 
+oO 
-cc 
exH d$(x) = A(JiH)) 1’ m d@(x). (*) 
m 
Remarques 11.3.2. (1”) D’apres la relation (11.3.1), on constate que la 
fonction poids depend de la nature de la fonction A, ce qui donne comme 
fonction pour chacun des cas precedents (tableau V). 
(2”) Les fonctions A(J(H))-’ obtenues dans chacun des cas 
precedents, sont exactement celles obtenues par Meixner [4] dans le cas 
des suites orthogonales. 
(3”) En considerant done o1 > 0 (et en prenant e. = 0, ce qui est 
toujours possible, on obtient les m&mes fonctions qu’on recapitule dans le 
tableau precedent (tableau VI). 
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